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2022 年全国大学生数学竞赛网络挑战赛

（第一场数学类）竞赛试题参考解答

数学分析部分

1.（12 分）称 X ⊂ Rm 是道路连通的，若对于 X 中的任意两个点 x, y, 存在连续映射
γ : [a, b] → X, 使 γ(a) = x, γ(b) = y.

(1) 记 GL+(n;R) 为 R 上的 n 阶的行列式大于零的方阵全体，证明：GL+(n;R) 作
为 Rn2 的子集是道路连通的。

(2) 记 R 上的 n 阶的行列式为 1 的正交方阵全体为 SO(n)（特殊正交群），证明：
SO(n) 作为 Rn2 的子集是道路连通的。

解. (1) 回忆三类行初等变换：(i) 某行乘以非零常数倍;(ii) 某行加上另一行的常数
倍;(iii) 交换两行。记 GL+(n;R) = {A ∈ GL(n;R)

∣∣ detA > 0}, 注意 GL+(n;R)
中的任意元素 A 均可以通过一系列的 (i) 变换与 (ii) 变换变换为恒等矩阵 (其中
(i) 中乘以的常数倍限定为乘以正的常数倍). 故只需证明：GL+(n;R) 中的任意
两个只相差一个 (i) 变换或 (ii) 变换的元素可以用 GL+(n;R) 中的道路连接。
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·3’
下证之：
只需证：(a) 若 A = Pi(c)B, (c > 0), 其中 Pi(c) 为对角线上除了第 i 个位置
为 c 其余均为 1 的对角矩阵，则 A,B 可用 GL+(n;R) 中的道路连接。(b) 若
A = Pij(c)B,, 其中 Pij(c) 等于恒等矩阵加上第 (i, j) 位为 c 其余位置均为零的矩
阵所得的矩阵，则 A,B 可用 GL+(n;R) 中的道路连接。
对于 (a), 只需令 γ(t) = Pi(tc+ (1− t))B; 对于 (b)，只需令 γ(t) = Pij(tc)B.
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·3’

(2) ∀A ∈ SO(n), 只需证明 A 可以通过 SO(n) 中的道路与单位矩阵连接。首先，必
存在正交矩阵 Ω, 使得 Ω−1AΩ 形如：

diag
([

cos θ1 sin θ1
− sin θ1 cos θ1

]
, · · · ,

[
cos θk sin θk
− sin θk cos θk

]
, 1

)
, 若n = 2k + 1. (1)

或者：

diag
([

cos θ1 sin θ1
− sin θ1 cos θ1

]
, · · · ,

[
cos θk sin θk
− sin θk cos θk

])
, 若n = 2k. (2)

令

γ(t) =


diag

([
cos θ1t sin θ1t
− sin θ1t cos θ1t

]
, · · · ,

[
cos θkt sin θkt
− sin θkt cos θkt

]
, 1

)
, 若n = 2k + 1.

diag
([

cos θ1t sin θ1t
− sin θ1t cos θ1t

]
, · · · ,

[
cos θkt sin θkt
− sin θkt cos θkt

])
, 若n = 2k.

(3)
其中 0 ⩽ t ⩽ 1, 则 t 7→ Ωγ(t)Ω−1 为连接 A 与单位矩阵的道路。· · · · · · · · · · · · ·6’
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2.（10 分）对于任意一个 n× n 矩阵 A, 记 ‖A‖ 为 A 的算子范数：

‖A‖ := sup
x∈Rn\{0}

‖Ax‖
‖x‖

.

其中 ‖·‖ 为 2-范数。设 f : Rn → Rn 为光滑映射，且存在小于 1 的正数 c 使得
‖f ′(x)‖ ⩽ c, ∀x ∈ Rn，其中 f ′(x) 为 f 在 x 处的 Jacobian 矩阵。证明

g : Rn −→ Rn,

x 7−→ f(x) + x

为一个满射。

证明. ∀y ∈ Rn,要证：存在 x ∈ Rn,使得 f(x)+x = y. 定义 gy : Rn → Rn, x 7→ y−f(x),
则等价于要证明 gy 存在一个不动点。· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·5’
注意

‖gy(x1)− gy(x2)‖ = ‖f(x1)− f(x2)‖
⩽ sup

ξ∈[x1,x2]

‖f ′(ξ)‖ ‖x1 − x2‖

⩽ c ‖x1 − x2‖ (4)

故 gy 为一个压缩映射，故由压缩不动点定理知 gy 存在一个不动点。· · · · · · · · · · · ·5’

3.（16 分）

(1) 记 D = [1,+∞) × [1,+∞), 设 f : D → R 为非负连续函数，且 f(x, y) 关于每一
个变量均为单调减函数（即：固定其中任意一个变量，关于另一个变量单调减），
证明：级数

∑
n,m∈N

f(m,n) 收敛当且仅当反常积分
∫∫
D

f(x, y)dxdy 收敛。

(2) 设 p, q 为大于零的实数，考虑级数∑
n,m∈N

1

np +mq
.

证明：该级数收敛当且仅当 1
p
+ 1

q
< 1.

(3) 设 k ∈ N, 将上题推广到 k-重求和，即：给出级数∑
(n1,··· ,nk)∈Nk

1

np1
1 + · · ·+ npk

k

收敛的充要条件。

证明. (1) 考虑 Dn = [1, n]× [1, n], 则
⋃

n Dn = D, 且∑
2⩽k,l⩽n

f(k, l) ⩽
∫
Dn

f(x, y)dxdy =
∑

2⩽k,l⩽n

∫
[k−1,k]×[l−1,l]

f(x, y)dxdy

⩽
∑

2⩽k,l⩽n

f(k − 1, l − 1) (5)

又 f 非负，故级数
∑

n,m∈N
f(m,n) 收敛当且仅当反常积分

∫∫
D

f(x, y)dxdy 收敛。

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·4’
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(2) 由上题，等价于考虑反常积分 ∫∫
D

1

xp + yq
dxdy (6)

的敛散性。记 E = [0,+∞)× [0,+∞), 由变量替换，等价于考虑∫∫
E

1

(x+ 1)p + (y + 1)q
dxdy (7)

的敛散性。
记 E = [0,+∞)× [0,+∞)，我们首先证明∫∫

E

1

(x+ 1)p + (y + 1)q
dxdy (8)

的敛散性与 ∫∫
E\B(0;1)

1

xp + yq
dxdy (9)

的敛散性相同。（其中 B(0; 1) 为以 0 为中心，1 为半径的开圆盘）
不妨设 p ⩾ q, 注意

(x+ 1)p + (y + 1)q

xp + yq
=

∥∥(x+ 1, (y + 1)q/p)
∥∥p
p

‖(x, yq/p)‖pp
(10)

其中 ‖x‖p = ((x1)p + · · · + (xn)p)1/p, ∀x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, p > 0. 由 ‖·‖ 的性
质，存在 C1, C2 > 0, 使得：

C1 ‖x‖1 ⩽ ‖x‖p ⩽ C2 ‖x‖1 , ∀x ∈ R2. (11)

故(10)满足：

M1

∥∥(x+ 1, (y + 1)q/p)
∥∥p
1

‖(x, yq/p)‖p1
⩽
∥∥(x+ 1, (y + 1)q/p)

∥∥p
p

‖(x, yq/p)‖pp
⩽ M2

∥∥(x+ 1, (y + 1)q/p)
∥∥p
1

‖(x, yq/p)‖p1
(12)

其中 M1,M2 为大于零的常数。
又注意到：

lim
(x,y)→∞

∥∥(x+ 1, (y + 1)q/p)
∥∥p
1

‖(x, yq/p)‖p1
= lim

(x,y)→∞

(
x+ 1 + (y + 1)q/p

x+ yq/p

)p

= 1. (13)

这是因为

x+ 1 + (y + 1)q/p

x+ yq/p
=

x+ yq/p − yq/p + 1 + (y + 1)q/p

x+ yq/p

= 1 +
(y + 1)q/p − yq/p + 1

x+ yq/p

且

0 ⩽ (y + 1)q/p − yq/p + 1

x+ yq/p
⩽ yq/p + 1− yq/p + 1

x+ yq/p
=

2

x+ yq/p
→ 0. (14)
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因此由(13), 存在 r > 0, 使得 ∀(x, y) ∈ E, 当 ‖(x, y)‖2 ⩾ r 时有：

1

2
⩽
∥∥(x+ 1, (y + 1)q/p)

∥∥p
1

‖(x, yq/p)‖p1
=

(
x+ 1 + (y + 1)q/p

x+ yq/p

)p

⩽ 2 (15)

代入(12), 结合(10)知存在 N1, N2 > 0, 使得：

N1 ⩽
(x+ 1)p + (y + 1)q

xp + yq
⩽ N2 (16)

对于满足 ‖(x, y)‖2 ⩾ r 的 E 中的点成立。由此即知：∫∫
E

1

(x+ 1)p + (y + 1)q
dxdy (17)

的敛散性与 ∫∫
E\ B(0;1)

1

xp + yq
dxdy (18)

的敛散性相同。· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·4’
下面集中精力讨论反常积分(18).
令 Da = {(x, y) ∈ E \ B(0; 1)

∣∣1 ⩽ xp + yq ⩽ a}, 则反常积分(18)收敛当且仅当极
限：

lim
a→+∞

∫∫
Da

1

xp + yq
dxdy (19)

存在。做变量替换 x = r1/p(cos θ)2/p, y = r1/q(sin θ)2/q, 则∫∫
Da

1

xp + yq
dxdy =

∫ a

1

dr
∫ π/2

0

1

r
det
(
xr xθ

yr yθ

)
dθ

=

∫ a

1

dr
∫ π/2

0

1

r

2

pq
r

1
p
+ 1

q
−1g(θ)dθ

=
2

pq
(

∫ π/2

0

g(θ)dθ)
∫ a

1

dr
r2−( 1

p
+ 1

q
)

(20)

因此，极限(19)存在当且仅当 1
p
+ 1

q
< 1. 综上：∑

n,m∈N

1

np +mq
.

收敛当且仅当 1
p
+ 1

q
< 1.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·4’
(3) 与上题类似地，级数 ∑

(n1,··· ,nk)∈Nk

1

np1
1 + · · ·+ npk

k

的敛散性与反常积分： ∫
E\B(0;1)

dx1 · · · dxk

xp1
1 + · · ·+ xpk

k

(21)

的敛散性相同，其中 E 为 {(x1, · · · , xk) ∈ Rk
∣∣xi ⩾ 0,∀i}. （不要求写出这一事实

的证明细节）
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和上一小题类似地，记 Da = {(x1, · · · , xk) ∈ E \B(0; 1)
∣∣1 ⩽ (x1)

p1+ · · ·+(xk)
pk ⩽

a}, 做广义球极坐标变换：

x1 = r1/p1(cos θ1)2/p1 ,
x2 = r1/p2(sin θ1)2/p2(cos θ2)2/p2 ,

· · · ,
xk = r1/pk(sin θ1)2/pk · · · (sin θk−1)

2/pk

则 ∫
Da

dx1 · · · dxk

xp1
1 + · · ·+ xpk

k

=

∫ a

1

dr
∫
Fθ

1

r
r1/p1+···+1/pk−1h(θ1, · · · , θk−1)dθ1 · · · θk−1

因此，极限 ∫
Da

dx1 · · · dxk

xp1
1 + · · ·+ xpk

k

(22)

存在的充要条件是
1

p1
+ · · ·+ 1

pk
< 1. (23)

这也是级数 ∑
(n1,··· ,nk)∈Nk

1

np1
1 + · · ·+ npk

k

收敛的充要条件。· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·4’

4.（10 分）考虑 Möbius 带

M = {((a+ u sin θ

2
) cos θ, (a+ u sin θ

2
) sin θ, u cos θ

2
)
∣∣− 1 < u < 1, 0 ⩽ θ ⩽ 2π},

其中 a 为大于 1 的固定的正数，证明：M 是不可定向的。

证明. 假设 M 可定向，则 M 上存在连续的单位法向量场 n⃗(p), p ∈ M . · · · · · · · · · ·3’
下面将导出矛盾。考虑 Möbius 带的参数化

φ : (−1, 1)× (0, 2π) −→ M

(u, θ) 7−→ ((a+ u sin θ

2
) cos θ, (a+ u sin θ

2
) sin θ, u cos θ

2
). (24)

此参数化诱导了 Imφ 上的两个连续的单位法向量场：

n⃗1 =
φu × φθ

‖φu × φθ‖
, (25)

n⃗2 = − φu × φθ

‖φu × φθ‖
. (26)

由连续性，n⃗ 与这两个向量场之一吻合。不妨设 n⃗|Imφ = n⃗1. 我们来计算 n⃗ 在 C =

M ∩ {z = 0} 上的限制（注意 C = {(a cos θ, a sin θ, 0)
∣∣θ ∈ [0, 2π]} 为一个单位圆）。

∀(x, y, 0) ∈ C \ {(a, 0, 0)}, 设 (x, y, 0) = (a cos θ, a sin θ, 0), 经过计算易得：

n⃗(a cos θ, a sin θ, 0) = 1√
1 + cos2 θ

2

(−(sin θ + cos θ) cos θ
2
, (cos θ − sin θ) cos θ

2
, sin θ

2
).

(27)
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由 n⃗ 之连续性，应有

lim
θ→0

n⃗(a cos θ, a sin θ, 0) = lim
θ→2π

n⃗(a cos θ, a sin θ, 0) = n⃗(a, 0, 0). (28)

但是由(27)知：

lim
θ→0

n⃗(a cos θ, a sin θ, 0) = 1√
2
(−1, 1, 0)

lim
θ→2π

n⃗(a cos θ, a sin θ, 0) = 1√
2
(1,−1, 0) (29)

矛盾，故 M 不可定向。· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·7’

5.（12 分）计算 lim
x→0+

+∞∑
n=1

(−1)n

nx .

解. 记 f(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n

nx , 下求 lim
x→0+

(f(x) + f(x)). 考虑级数相加：

f(x) + f(x) =

(
−1 +

+∞∑
n=2

(−1)n

nx

)
+

+∞∑
n=1

(−1)n

nx

= −1 +
+∞∑
n=1

(−1)n
(

1

nx
− 1

(n+ 1)x

)
. (30)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·3’

若已证明：

(*) 对某个 δ > 0，级数
∑+∞

n=1(−1)n
(

1
nx − 1

(n+1)x

)
在 [0, δ] 上一致收敛。

从而可逐项求极限，从而

lim
x→0+

(f(x) + f(x)) = −1 + lim
x→0+

+∞∑
n=1

(−1)n
(

1

nx
− 1

(n+ 1)x

)
= −1,

从而得到结论

lim
x→0+

f(x) = −1

2
. (31)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·2’
下证 (∗), 我们将使用 Abel-Dirichlet 判则，故只需证：

(a) ∀x > 0, { 1
nx − 1

(n+1)x
}n 是单调的。

(b) { 1
nx − 1

(n+1)x
}n 在 [0, δ] 上一致收敛到零。

(a) 之证明：
令 g(y) = 1/yx, 则 g′(y) = (−x)y−x−1, g′′(y) = (−x)(−x − 1)y−x−2 > 0, 故 g 凸，由
Jenson 不等式，g(1

2
n+ 1

2
(n+ 2) ⩽ 1

2
g(n) + 1

2
g(n+ 2), 即有

1

(n+ 1)x
⩽ 1

2

(
1

nx
+

1

(n+ 2)x

)
. (32)
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由此立知： (
1

nx
− 1

(n+ 1)x

)
−
(

1

(n+ 1)x
− 1

(n+ 2)x

)
⩾ 0. (33)

(a) 得证。
(b) 之证明：

1

nx
− 1

(n+ 1)x
= g(n)− g(n+ 1)

= g′(n+ θ)(−1) 对某θ ∈ (0, 1)成立

=
x

(n+ θ)x+1
(34)

故
∣∣∣ 1
nx − 1

(n+1)x

∣∣∣ ⩽ |x|
nx+1 ⩽ δ

n
, (b) 得证。· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·7’
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2022-7�êÁK

1.(12©) �½õ�ªx5 + x3 + 13knXêõ�ª�¥���5.

) Äk§́ �±1Ø´õ�ª��§ÏdTõ�ªvkkn�§�vk�gk

nXêÏª.£3©¤Ùg§��©)�2�knXêõ�ª�¦È§K7�±©)

�2��Xêõ�ª�Èµ

x5 + x3 + 1 = (x2 + a1x+ a2)(x3 + b1x
2 + b2x+ a2).

£6©¤'�Xê��µ

0 = a1 + b1

1 = a2 + a1b1 + b2

0 = a2 + a1b2 + a2b1 (9©)

0 = a1a2 + a2b2

1 = a22

�a2 = ±1, b1 = b2 = −a1; l

0 = a2 − a21 − a1a2; 1 = a2 − a21 − a1.

u´

1 = a1a2 − a1 = a1(a2 − 1).

ùÚa2 = ±1gñ. lTõ�ªÃ2gknÏª§ù`²Ù3knê�þØ�

�.£12©¤

2.£14©¤�5��
Ak��ØÓA��λ1(2¤§λ2£3¤§�r(λ1E −A) =

r1, r(λ2E − A) = r2. �Ñr1, r2�����¿y²A�e��IO.dr1, r2��(

½.

) Äk§dA��AÛê�u0�Ø�L�êê�r1�U���3,4;r2�

U���2,3,4.£4©¤

k�Är1éA�e��¬µ

�r1 = 3�, éAλ1��5Ã'A��þ�ê�2§�k2�e��¬§��1�

�¶

1



�r1 = 4�, éAλ1��5Ã'A��þ�ê�1§�k1�e��¬§�2�

�.£8©¤

2�Är2éA�e��¬µ

�r2 = 2�, éAλ1��5Ã'A��þ�ê�3§�k3�e��¬§��1�

�¶

�r2 = 3�, éAλ1��5Ã'A��þ�ê�2§�k2�e��¬§©O

�1�Ú2��¶

�r2 = 4�,éAλ1��5Ã'A��þ�ê�1§�k1�e��¬§�3��.

lAe��IO.��dr1, r2(½.£14©)

3.£14©¤�A�n���½¢Ý
§B�n�¢�
§�A2B = BA2. y²AB =

BA.

y²µÏ�A��½§�k��Ý
Q¦�A = QT ΛQ,Ù¥Λ�é��þ��

�K�é�Ý
. (3©)

u´k

QT Λ2QB = BQT Λ2Q.

-B1 = QBQT§K

Λ2B1 = B1Λ2.(6©)

�Λ = diag(d1, d2, · · · , dn), B1 = (bij), K

d2i bij = d2jbij .(9©)

é?¿i, j¤á.lddi�Ü�K�

dibij = djbij .(12©)

é?¿i, j¤á.ù`²ΛB1 = B1Λ, u´kAB = BA. y..(14©)

2


