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2022 年全国大学生数学竞赛网络挑战赛

（第一场非数学类）竞赛试题

微积分部分参考解答

1.（14 分）试写下 f(x) =

{
(1 + x)1/x, 若 x 6= 0

e, 若 x = 0
的在 0 处的 Taylor 级数的前三项。

解.

f(x) = e
ln(1+x)

x

= e
x−x2/2+x3/3−x4/4+o(x4)

x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4′

= e · e−x/2+x2/3−x3/4+o(x3)

= e

(
1 + (−x/2 + x2/3− x3/4 + o(x3)) +

1

2!
(−x/2 + x2/3− x3/4 + o(x3))2

+
1

3!
(−x/2 + x2/3− x3/4 + o(x3))3 + o(x3)

)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4′

= e ·
(
1− 1

2
x+ (

1

3
+

1

2!
(−1

2
)2)x2 + (−1

4
+

1

2!
· 2(−1

2
)
1

3
+

1

3!
(−1

2
)3)x3

)
+ o(x3)

= e ·
(
1− 1

2
x+

11

24
x2 − 7

16
x3

)
+ o(x3)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·6’

2.（14 分）记 A = {n ∈ N
∣∣n在十进表示中没有 9出现}, 证明

∑
n∈A

1
n
收敛。

证明. 首先，记 Ak 为 k-位数中没有 9 出现的自然数，记 10Ak = {10x
∣∣x ∈ Ak}, 则

10Ak ⊂ Ak+1, 且∑
n∈Ak+1

=
∑

m∈10Ak

(
1

m
+

1

m+ 1
+ · · ·+ 1

m+ 8

)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4′

⩽
∑

m∈10Ak

9

m

=
9

10

∑
m∈Ak

1

m

⩽ · · · ⩽
(

9

10

)k ∑
m∈A1

1

m
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 8′

因此，由比较判则，
∑
k

(
∑

n∈Ak

1
n
) 收敛，而这又是正项级数，故

∑
n∈A

1
n
收敛。· · · · · · ·2’
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3.（14 分）设 a 为大于零的常数, R3 中的曲线 C 由方程组
{

x2 + y2 + z2 = a2

x+ y + z = 0
决定，

计算第一型曲线积分
∫
C
|z| ds.

解. 我们首先给 C 一个参数化，注意 C 所在的平面的法向量为 1√
3
(1, 1, 1), 显然

span{(1,−1, 0), (1, 0,−1)}为该法向量所张成的线性空间的正交补。用 Gram-Schmidt
正交化可得该正交补的一组标准正交基：

e1 =
1√
2
(1,−1, 0)

e2 =
1√
6
(1, 1,−2).

于是我们得到了 C 的一个参数化：

γ : (0, 2π) −→ C

θ 7−→ a(cos θe1 + sin θe2)
(1)

计算得：

γ(θ) = a(
cos θ√

2
+

sin θ√
6
,−cos θ√

2
+

sin θ√
6
,−2 sin θ√

6
).

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·8’
且：

‖γ′(θ)‖ = a

因此 ∫
C

|z|ds =
∫ 2π

0

∣∣∣∣a(−2 sin θ√
6

)

∣∣∣∣ adθ

=
2a2√
6

∫ 2π

0

| sin θ|dθ

=
8a2√
6

=
4
√
6a2

3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·6’

4.（14 分）设数列 {an}n⩾0 由递推关系

an+2 =
2

n+ 2
an+1 −

1

(n+ 2)(n+ 1)
an, n ⩾ 0

以及初值条件 a0 = 1, a1 = 2 决定，求 an 的通项公式。

解. 由条件知：
(n+ 2)(n+ 1)an+2x

n = 2(n+ 1)an+1x
n − anx

n

考虑 an 的生成级数 S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n, 假设它的收敛半径大于零，则上式等价于：

S ′′(x)− 2S ′(x) + S(x) = 0. (2)
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· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·8’
这是一个常系数线性微分方程，它的一个通解为 S(x) = C1e

x + C2xe
x. 代入 a0 =

S(0) = 1, a1 = S ′(0) = 2, 知： {
C1 = 1

C1 + C2 = 2

故 S(x) = ex + xex, 从而
+∞∑
n=0

anx
n = 1 +

+∞∑
n=0

(
1

n!
+

1

(n+ 1)!

)
xn+1

故

an+1 =
1

n!
+

1

(n+ 1)!
, n ⩾ 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·6’

5.（14 分）求二重积分
∫∫

x4+y4⩽1
(x2 + y2)dxdy.

解. 做变量替换 x =
√
t, y =

√
s, 则∫∫

x4+y4⩽1

(x2 + y2)dxdy

=4

∫∫
x4+y4⩽1
x,y⩾0

(x2 + y2)dxdy

=4

∫∫
t2+s2⩽1,
t,x⩾0

(t+ s)
1√
st

dsdt

=

∫∫
0⩽r⩽1,
0⩽θ⩽π

2

(√
cos θ
sin θ

+

√
sin θ

cos θ

)
rdrdθ

=
1

2

∫ π/2

0

(√
cos θ
sin θ

+

√
sin θ

cos θ

)
dθ

=

∫ π/2

0

√
tan θdθ

=

∫ +∞

0

2u2

u4 + 1
du (令u =

√
tan θ)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·6’

3



注意 ∫
2u2

u4 + 1
du

=

∫
(1− 1

u2 )du
u2 + 1

u2

+

∫
(1 + 1

u2 )du
u2 + 1

u2

=

∫ d(u+ 1
u
)

(u+ 1
u
)2 − 2

+

∫ d(u− 1
u
)

(u− 1
u
)2 + 2

=
1

2
√
2

∫ (
1

(u+ 1/u)−
√
2
− 1

(u+ 1/u) +
√
2

)
d(u+

1

u
)

+
1√
2

∫ du− 1
u√
2

(
u− 1

u√
2
)2 + 1

=
1

2
√
2

ln
∣∣∣∣∣u2 −

√
2u+ 1

u2 +
√
2u+ 1

∣∣∣∣∣+ 1√
2

arctan
u− 1

u√
2

+ C

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·6’
因此 ∫ +∞

0

2u2

u4 + 1
du = [

1

2
√
2

ln
∣∣∣∣∣u2 −

√
2u+ 1

u2 +
√
2u+ 1

∣∣∣∣∣+ 1√
2

arctan
u− 1

u√
2

+ C]

∣∣∣∣∣
+∞

0

=
1√
2
(
π

2
− (−π

2
)) =

π√
2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·2’
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线性代数部分参考解答 

(15 分）设矩阵 与 相似， 

1）求 和 的值； 

2）求可逆矩阵 使得 . 

解：1) 

， 

, 

, 

， .·····································6’ 

2) 此时 

， 

， ， ； 

， ， ； 

， ， ； 

.··································9’ 
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0
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（15 分）  实方阵 称为正交投影矩阵，如果 ，设 是实 n 维向

量 空间一组线性无关的向量，其中 ，证明： 

（1）存在唯一的正交投影矩阵 ，使得 的零空间 （即方程组 的解空间）

由 生成。 

（2）设 ， ， 写出第一问中的矩阵 . 

证明：（1）存在性： 

取 的正交补中一组标准正交基 ，令 

， 

则 P 实对称，且 ， 

显然 与 同解，而 解空间为 ,故 满足要求. 

······································5’ 

唯一性：设 也满足条件，注意到 与 的特征值均为 ( 重)， ( 重).

再由 与 实对称，以及 与 同解，则有 Rn中正交矩阵 (列由 的

对应特征值 与 特征向量构成)，使得 ，所以 . 

·················································5’ 
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（2） 

取 ，则 . 

·········································································5’ 
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