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2022 年全国大学生数学竞赛网络挑战赛

（第二场数学类）参考解答

说明：若举反例，需证明所举反例确为反例，否则不给分

1. 设 f : [0, 1] → R2 是连续可微的，证明 Im f 为 R2 中的零面积集（Jordan 测度为零）。

证明. 记 M = max
x∈[0,1]

|f ′(x)|, 则 ∀x, y ∈ [0, 1], ‖f(x)− f(y)‖ ⩽ M |x − y|. 将 [0, 1]

等分为 I1, · · · , In, 则 f(Ii) 包含在一个半径为 2M
n
的开圆盘内，从而 m(f([0, 1]) ⩽

n∑
i=1

π 4M2

n2 = 4M2π
n

, 由于 lim
n→+∞

4M2π
n

= 0, 故 m(f([0, 1])) = 0.

2. 设 f : Rn → Rm 在原点处连续, 假设存在 C > 0, 使得 ∀x, y ∈ Rn, 有

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖ ⩽ C,

其中 ‖v‖ =
√

(v1)2 + · · ·+ (vm)2,∀v = (v1, · · · , vm) ∈ Rm. 证明：存在唯一一个线性
映射 g : Rn → Rm, 使得 {‖g(x)− f(x)‖

∣∣x ∈ Rn} 有界。

证明. 假设存在 g 满足条件，则 ‖g(x)− f(x)‖ ⩽ M,∀x ∈ Rn. 那么由 g 是线性的，
‖2g(x/2)− f(x)‖ ⩽ M,∀x ∈ Rn, 换言之，‖2g(x)− f(2x)‖ ⩽ M, ∀x ∈ Rn, 如此反复，
就知：‖2ng(x)− f(2nx)‖ ⩽ M, ∀x ∈ Rn, 于是必有：g(x) = lim

n→+∞
f(2nx)

2n
. 唯一性得证，

为了证明存在性，需要证明：(1) 极限 lim
n→+∞

f(2nx)
2n
存在；(2)x 7→ g(x) := lim

n→+∞
f(2nx)

2n

是线性的;(3)‖g(x)− f(x)‖ 有界。
先证 (1): 等价于证明级数

∞∑
n=1

(
f(2nx)

2n
− f(2n−1x)

2n−1

)
收敛，注意

∥∥∥f(2nx)
2n

− f(2n−1x)
2n−1

∥∥∥ =

‖f(2nx)−2f(2n−1x)‖
2n

⩽ C
2n

, 由比较判别法立得。
再证 (2):∥∥∥∥f(2n(x+ y))

2n
− f(2nx)

2n
− f(2ny)

2n

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥f(2n(x+ y))− f(2nx)− f(2ny)

2n

∥∥∥∥
⩽ C

2n

当 n → +∞ 时，上式左边的极限为 ‖g(x+ y)− g(x)− g(y)‖, 上式右边的极限为 0.
故 g(x+ y) = g(x) + g(y),∀x, y ∈ Rn. 因此，为证 g 线性，只需证 lim

x→0
g(x) = 0. 注意

由上面的证明，级数 f(x) +
∞∑
n=1

(
f(2nx)

2n
− f(2n−1x)

2n−1

)
一致收敛到 g(x), 所以 lim

x→0
g(x) =

f(0) + f(0)
∞∑
n=1

(
1
2n

− 1
2n−1

)
= 0.

第 1 页 共 3 页



最后证 (3):∥∥∥∥f(2nx)2n
− f(x)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥(f(2nx)− 2f(2n−1x)) + (2f(2n−1x)− 22f(2n−2x)) + · · ·+ (2n−1f(2x)− 2nf(x))

2n

∥∥∥∥
⩽C

2n
+

2C

2n
+ · · ·+ 2n−1C

2n

⩽C,

两边取极限，得：‖g(x)− f(x)‖ ⩽ C, ∀x ∈ Rn.

3. 设 ai ∈ R, i = 1, · · · , 6,计算第一型曲面积分
∫∫

S2(a1x
4+a2y

4+a3z
4+a4x

2y2+a5y
2z2+

a6z
2x2)dσ, 其中 S2 = {(x, y, z) ∈ R3

∣∣x2 + y2 + z2 = 1} 为单位球面，dσ 为面积元。

证明. 令 H = a1x
4 + a2y

4 + a3z
4 + a4x

2y2 + a5y
2z2 + a6z

2x2, 注意 H 是齐次函数，所
以由欧拉恒等式知：

4H = xHx + yHy + zHz.

故：

4

∫∫
S2

Hdσ

=

∫∫
S2

(xHx + yHy + zHz)dS

=

∫∫
S2

(Hxdydz +Hydzdx+Hzdxdy)

=

∫∫∫
x2+y2+z2⩽1

∆Hdxdydz

=

∫∫∫
x2+y2+z2⩽1

(
(12a1 + 2a4 + 2a6)x

2 + (12a2 + 2a4 + 2a5)y
2

+ (12a3 + 2a6 + 2a5)z
2
)
dxdydz

=(12a1 + 12a2 + 12a3 + 4a4 + 4a5 + 4a6)

∫∫∫
x2+y2+z2⩽1

x2dxdydz

=
12a1 + 12a2 + 12a3 + 4a4 + 4a5 + 4a6

3

∫∫∫
x2+y2+z2⩽1

(x2 + y2 + z2)dxdydz

=
12a1 + 12a2 + 12a3 + 4a4 + 4a5 + 4a6

3

∫∫∫
r4 sinϕdrdϕdθ

=
12a1 + 12a2 + 12a3 + 4a4 + 4a5 + 4a6

3
· 4π
5

因此，要求的积分等于：

3a1 + 3a2 + 3a3 + a4 + a5 + a6
3

· 4π
5
.

4. 假设 {an}n 为一个有界数列，满足 lim
n→+∞

|an− an+1| = 0, 问 {an}n 是否收敛，若收敛，
证明之；若发散，举出反例。
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证明. 从 [−1, 1] 的左端点开始一步步走，第 n 步走 1
n
, 一开始往右走，一直走到超

过 1 的前一步就往回走，一直走到超过 −1 的前一步就往回走，如此在 [−1, 1] 之
间反复走，记第 n 步走到的数为 an, 由于

∑+∞
n=1

1
n
发散，所以 {an}n 发散，同时

lim
n→+∞

|an − an+1| = 0. （反例无证明不给分）

5. 设 f : R2 → R 为光滑函数，且 f 只有一个临界点 (导数为零的点)，且该临界点为 f

的严格局部极大值点，问：f 是否一定有最大值？若是，给出证明；若不是，给出反
例。

证明.（反例无证明不给分）
反例：

f(x, y) = 2x+ 2y + e−4e(x2+y2).

lim
y→+∞

f(0, y) = +∞, lim
y→−∞

f(0, y) = −∞,故 f 无最大值，但是 fx = 2−8exe−4e(x2+y2), fy =

2 − 8eye−4e(x2+y2), 所以 f 的临界点 (x, y) 满足：x = y, 4exe−8ex2
= 1. 容易验证

g(x) = 4exe−8ex2 的最大值在 1
4
√
e
处取到，且最大值为：1. 故 f 的临界点只有：

( 1
4
√
e
, 1
4
√
e
). 算一下 Hessian 可以看到该点为局部极大值点。
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6. 设 是数域 上的 阶可逆矩阵,把 和 如下分块: 

, , 

其中 分别为 , , , 矩阵, , , 

, 分别为 , , , 矩阵, 均为小于 的正整

数。用 表示 的解空间,用 表示 的解空间,其中 分别为 ,

未知列向量。证明: 。 

 

证明： ,则 .从而 

 

其中 为 列向量,于是 , .令 

 

则容易验证, 为 到 的映射且保持加法与纯量乘法运算,因此是线性映射. 

设 且 ,则 .又 ,则 .

于是 .由于 可逆,则 列满秩,从而 , , 为单射；

,则 ,从而 

 

由此推出 , .于是 ,且 ,故 为满

射,于是 为 到 的同构映射, . 
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7. 设 是 阶不可逆矩阵,且 ,其中 都是幂等矩阵（满足

条件 的方阵）,求证: ,其中 为单位矩

阵, 表示矩阵 的秩. 

 

证明：由于 ,

故 .又 , 都是幂等矩阵,所以 

, , 

则 

. 

 

8. 已知 是正定矩阵,证明 是半正定矩阵,并给出 是正定矩

阵的充要条件. 

 

证明：因 正定,故 实对称且特征值均为正实数,故 实对称,进而 实

对称.设 为 的任一特征值,则 的特征值 

. 

故 是半正定矩阵,进而 是正定矩阵的充要条件为 ,

即 的特征值均大于 且不为 . 
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