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2022 年全国大学生数学竞赛网络挑战赛

（第二场非数学类）参考解答

1. (14 分) 设 {an}n 为趋于正无穷大的实数列，且 lim
n→+∞

|an − an+1| = 0, 证明数列
{sin an}n 发散。

证明. 考虑趋于无穷大的区间列 [π
4
+ 2kπ, 3π

4
+ 2kπ], k ∈ N, 这些区间的长度均为 π/2.

由于 lim
n→+∞

|an − an+1| = 0, 存在 N > 0, 使 ∀n > N , |an − an+1| < π/2. 所以当 k > N

时，每个区间 [π
4
+ 2kπ, 3π

4
+ 2kπ] 中至少有 {an} 中的一项，如此就构造了一个子列

{ank
}k, 使 sin ank

>
√
2
2
,∀k. 类似地，可以构造子列 {sin amk

}k, 使 sin amk
< −

√
2
2
,∀k.

故数列 {sin an}n 发散。

2. (14 分) 设 f : Rn → R 为二阶连续可微函数，且满足 ∀x ∈ Rn,∀t ∈ R, 有 f(tx) =

t2f(x), 证明：f 为一个二次型，且 f(x) = x ·Hf (0) · xT ,∀x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, 其
中 Hf (0) 为 f 在 0 处的 Hessian 矩阵。

证明. 对 f(tx) = t2f(x) 两边对 t 求两次导，然后令 t = 0 立得。

3. (14 分) 从 [0, 1] 中随机取 a, b, c 三个数，用它们构造方程 ax2 + bx+ c = 0，试求该方
程有两个不同的实根的概率。

解. 记 Ω = {(a, b, c) ∈ [0, 1]3
∣∣b2−4ac > 0},则所求概率为 V (Ω)/V ([0, 1]3) =

∫∫∫
Ω
dxdydz.

记 D = {(x, z) ∈ R2
∣∣xz ⩽ 1/4, 0 ⩽ x, z ⩽ 1}, 则：∫∫∫

Ω

dxdydz =

∫∫
D

(1− 2
√
xz)dxdz

=
1

36
(5 + 6ln2)

4. (14 分) 设 f : Rn → R 为加性函数，即 f(x + y) = f(x) + f(y),∀x, y ∈ Rn, 证明：f

是线性函数（即 f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y),∀x, y ∈ Rn,∀λ, µ ∈ R）当且仅当 f 在 0

处连续。

证明. 仅需证当 f 在 0 处连续时，f 线性。注意 f(x+ h)− f(x) = f(h), 所以 f 在 0

连续意味着 f 处处连续。同时，f 是加性的可以推出 ∀r ∈ Q,∀x ∈ Rn, f(rx) = rf(x).
于是 ∀λ ∈ R, 设 {rn}n 为一列收敛到 λ 的有理数，则 f(λx) = lim

n→+∞
f(rnx) =

lim
n→+∞

rnf(x) = λf(x).

5. (14 分) 设 f : R3 → R 是具有紧支集（即：{x ∈ R3
∣∣f(x) 6= 0} 为 R3 中的有界闭集）

的连续可微的函数，证明：

f(x, y, z) =
1

4π

∫∫∫
R3

< ∇f |(x−u,y−v,z−w) , (u, v, w) >

(u2 + v2 + w2)3/2
dudvdw,
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其中 ∇f 为 f 的梯度，< ·, · > 为 R3 中的标准内积（< (a1, a2, a3), (b1, b2, b3) >=

a1b1 + a2b2 + a3b3）。(提示：f(x, y, z) = −
∫ +∞
0

d
dr
(f((x, y, z)− rw)) dr, 其中 w 为单

位球面上的任意一点)

证明. 注意由 Newton-Leibniz 公式以及 f 具有紧支集，立得

f(x, y, z) = −
∫ +∞

0

d

dr
(f((x, y, z)− rw)) dr.

注意上式左边的取值与 w 无关，故对该式的 w 在单位球面 S2 上积分得：

f(x, y, z) = − 1

4π

∫∫
S2

dS

∫ +∞

0

d

dr
(f((x, y, z)− rw)) dr

其中 dS为 S2的面积元。将面积元用球面坐标 (ϕ, θ) 7→ w(ϕ, θ) = (sinϕ cos θ, sinϕ sin θ, cosϕ)
写出：

− 1

4π

∫∫
S2

dS

∫ +∞

0

d

dr
(f((x, y, z)− rw)) dr

=− 1

4π

∫∫
ϕ∈[0,π],θ∈[0,2π]

sinϕdϕdθ

∫ +∞

0

d

dr
(f((x, y, z)− rw(ϕ, θ))) dr

=− 1

4π

∫∫∫
ϕ∈[0,π],θ∈[0,2π],r∈[0,+∞)

d

dr
(f((x, y, z)− rw(ϕ, θ))) sinϕdrdϕdθ

=− 1

4π

∫∫∫
ϕ∈[0,π],θ∈[0,2π],r∈[0,+∞)

1

r2
d

dr
(f((x, y, z)− rw(ϕ, θ))) · r2 sinϕdrdϕdθ

=− 1

4π

∫∫∫
ϕ∈[0,π],θ∈[0,2π],r∈[0,+∞)

1

r3
< ∇f |(x,y,z)−rw(ϕ,θ) ,−rw(ϕ, θ) > ·r2 sinϕdrdϕdθ

=
1

4π

∫∫∫
R3

1

(u2 + v2 + w2)3/2
< ∇f |(x,y,z)−(u,v,w) ,−(u, v, w) > dudvdw
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6. 设 为 阶实对称矩阵,且 

, . 

（1）证明 ; 

（2）证明 的特征值各不相同. 

 

证明：（1）由于 右上角有一个 阶子式 ,故 . 

（2）反证法.因 实对称,则存在正交阵 使得 

, 

其中 为 的特征值.若 有两个相同的特征值 ,则 

 

而 与 有同样的结构,由（1）应有 ,矛盾. 

 

7. 设 ,非齐次线性方程组 的通解为 .令

, 

  (1)求 的秩,并用 表示 ; 

  (2)求 的秩及线性方程组 的解. 

 

解：(1)由题意知, ,所以 .又 
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. 

所以 

( 为任意常数). 

(2)由于 ,则 .又 是在 的基础上增加1列

得到的,故 ,从而 .显然线性方程组 的一个特

解为 

, 

接下来考虑导出组 的解.由于 ,故导出组的基础解系中有两个线性无

关的解.当 时一定有 ,而 的通

解为 

( 为任意常数). 

取 , 和 ,便可得 的两个线性无关解: 

, . 

于是线性方程组 的通解为 

( , 为任意常数). 
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