
第三届全国大学生奥林匹克数学竞赛试题（数学类）

一、选择题（每小题 3 分，共 10 小题，满分 30 分）

1.函数

1arctan , 0,
( )

0, 0

x x
f x x

x

  
 

在点 0x  处（ ）.

（A）可导 （B）连续但不可导 （C）极限存在但不连续 （D）极限不存在

【答案】（A）.

【解析】因为
0

1arctan 0 (0)lim
x

x f
x
  ，所以函数 ( )f x 在 0x  处连续，而

0

( ) (0)lim
0x

f x f
x


 0 0

1arctan 1 πarctan
2

lim lim
x x

x

x
x

x  
  ，

0

( ) (0)lim
0x

f x f
x


 0

1arctan
lim
x

x

x
x






0

1arctanlim
x x

 
π
2

 ，从而 (0) (0)f f   ，所以

( )f x 在 0x  处可导.从而答案选（A）.

2.“函数 ( , )f x y 在点 (0,0)处分别沿 x轴、y轴正向和负向的方向导数都存在”是“ ,f f
x y
 
 

在

(0,0)处存在”的（ ）.

（A）充分条件 （B）必要条件 （C）充分必要条件 （D）既不充分也不必要条件

【答案】（B）.

【解析】因为方向导数只是单侧导数，函数 ( , )f x y 在点 (0,0)处分别沿 x轴、 y轴正向和

负向的方向导数都存在，并且两个相反的方向的方向导数互为相反数，偏导数才存在.而

,f f
x y
 
 

在 (0,0)处存在必然沿沿 x轴、y轴正向和负向的方向导数都存在.从而答案为（B）.

3.设为柱面
2 2 1x y  ，被平面 0z  及 3z  所截得的第一卦限部分的外侧，则

d d d d d dz x y x y z y x z


   （ ）.

（A）
3 1 2

0 0
3 d 1 dy x x  （B）

3 1 2

0 0
2 d 1 dz y y 

（C）
2 1 2

0 0
3 d 1 dr r r


   （D）

2 1

0 0
3 d cos dr r


  

【答案】（B）.

【解析】因为柱面为
2 2 1x y  ，不能向 xoy面进行投影，只能向 xoz或 yoz面进行投影，
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而两个积分值相等，从而答案为（B）.

4.若级数
2

( 1)
( 1)

n

a n
n n






  收敛，则 a的取值范围是（ ）.

（A） 0a  （B）
1
3

a  （C）
1
2

a  （D） 1a 

【答案】（C）.

【解析】
2 2

( 1) ( 1) [ ( 1) ]
( 1) [ ( 1) ][ ( 1) ]

n n a n

a n a n a n
n n

n
n n n

 

 

   


       2
2

( 1) 1
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n a

a
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n
n





 


 ，

2
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( 1)
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 2

2
( 1)

1

a
n

a
n

n
n





 
 ， 0a  时收敛， 2

2

1
1a

n n






 ，2 1a  ，即

1
2

a  时收敛，答

案：（C）.

5.若   2
1

2

0
lim e 1x
x

x ax bx


   ，则（ ）.

（A）
1 , 1
2

a b   （B）
1 , 1
2

a b    （C）
1 , 1
2

a b  （D）
1 , 1
2

a b  

【答案】（B）.

【解析】    2
22

11 ln e2

0 0
lim e lime

x ax bxx xx
x x

ax bx
 

 
   2

2

0

e 1lim
e

x

x

ax x
x

b


  

 20

e 1lim
e 1

x

x x
bx a








  ，所以

由 ex的 Taylor展开式，得
11,
2

b a    .故应选（B）.

6.设
π 2
2
π 2
2

(1 ) d
1

xM x
x




 ，

π
2
π
2

1 d
ex
xN x




  ，

π
2
π
2

(1 cos )dK x x


  ，则（ ）.

（A）M N K  （B）M K N  （C）K M N  （D）K N M 

【答案】（C）.

【解析】

π π π π2
2 2 2 2
π π π π2 2
2 2 2 2

(1 ) 2d 1d d 1d
1 1

x xM x x x x
x x   


   

     ；令
1( )
ex
xf x 

 ，则

( ) e xf x x    ，当 0x  时 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增，当 0x  时 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调

递减，故 ( ) (0) 1f x f  ，而1 cos 1x  ，故K M N  ，应选（C）.

7.
0

2 3( 1)
(2 1)!

n

n

n
n






 

 （ ）.

（A） sin1 cos1 （B） 2sin1 cos1 （C） 2sin1 2cos1 （D） 2sin1 3cos1
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【答案】（B）.

【解析】
0 0 0

2 3 2 1 2( 1) ( 1) ( 1)
(2 1)! (2 1)! (2 1)!

n n n

n n n

n n
n n n

  

  

 
    

     ，而

0

2 1( 1)
(2 1)!

n

n

n
n









0

1( 1)
(2 )!

n

n n





 
2

1
0 1

( 1) cos cos1
(2 )!

n
n

x
n x

x x
n




 

    ；

2 1

0 0 1

2( 1) 2 ( 1)
(2 1)! (2 1)!

n
n n

n n x

x
n n

 

  

  
   1

2sin 2sin1
x

x


  .所以

0

2 3( 1)
(2 1)!

n

n

n
n








 2sin1 cos1  ，故应选（B）.

8.设A,B为 n阶可逆矩阵，E为 n阶单位矩阵，
*M 为矩阵M的伴随矩阵，则

*
 

 
 

A E
O B

（ ）.

（A）
 
  
 

* * *

*

A B B A
O B A

（B）
 
  
 

* * *

*

A B A B
O B A

（C）
 
  
 

* * *

*

B A B A
O A B

（D）
 
  
 

* * *

*

B A A B
O A B

【答案】（D）.

【解析】首先利用初等行变换求矩阵
 
 
 

A E
O B

的逆：

 
 
 

A E E O
O B O E

1 1

1

 



 
  

 

E A A O
O E O B

1 1 1

1

  



 
  

 

E O A A B
O E O B

，于是

1
   

   
   

*A E A E A E
O B O B O B

1 1 1

1

  



  
     

   

* * *

*

B A A BA A B
A B

O A BO B
，故选（D）.

9.二次型        2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 4f x x x x x x x x x      的规范形为（ ）.

（A） 2 2
1 2y y （B） 2 2

1 2y y （C） 2 2 2
1 2 34y y y  （D） 2 2 2

1 2 3y y y 

【答案】（B）.

【解析】先令 1 1 2 2 1 3 3 3, ,z x x z x x z x     ，那么

   22 2
1 2 3 1 2 1 2, , 4f x x x z z z z    2 2

1 2 1 23 3 8z z z z   
2

2
1 2 2

4 73
3 3

z z z     
 

，于是二

次型的正负惯性指数均为 1，选（B）.
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10.已知向量 11 2 2

1 2 2 1
2 , 1 , 5 , 0
3 1 9 1

       
                 
       
       

α α β β ，若 γ既可由 21,α α 线性表示，也可由

1 2,β β 线性表示，则 γ （ ）.

（A）

3
3 ,
4

k k
 
   
 
 

R （B）

3
5 ,
10

k k
 
   
 
 

R （C）

1
1 ,
2

k k
 
   
 
 

R （D）

1
5 ,
8

k k
 
   
 
 

R .

【答案】（D）.

【解析】令 1 1 2 2 13 4 2    γ α α β βk k k k ，可以得到关于 1 2 3 4, , ,k k k k 的线性方程组

1 1 2 2 3 41 2k k k k   α α β β 0，对系数矩阵进行初等行变换可得

 21 12

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1
, , , 2 1 5 0 0 3 1 2 0 3 1 2

3 1 9 1 0 5 3 2 0 0 1 1

     
                
           

α α β β ，由此可得

3 4 0k k  ，令 3k k  ， 4k k ，则 1 2

1
5 ,
8

k k k k
 
     
 
 

γ β β ，选（D）.

二、填空题（每小题 4 分，共 5 小题，满分 20 分）

11.设连续函数 ( )f x 满足 ( 2) ( )f x f x x   ，
2

0
( )d 0f x x  ，则

3

1
( )df x x  .

【答案】
1
2
.

【解析】

3 2 3

1 1 2
( )d ( )d ( )df x x f x x f x x   

2 1

1 0
( )d ( 2)df x x f x x   

2 1 1

1 0 0
( )d ( )d df x x f x x x x    

2

0

1 1( )d
2 2

f x x   .

12.已知线性方程组

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2

1
0

2 0
2

ax x
x ax x
x x ax
ax bx

 
   
   
  

有解，其中 ,a b为常数.若

0 1
1 1 4
1 2

a
a

a
 ，则

1 1
1 2

0

a
a

a b
 .

【答案】8 .
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【解析】方程组的增广矩阵为

0 1 1
1 1 0
1 2 0

0 2

a
a

a
a b

 
 
 
 
 
 

A ，由题意可知系数矩阵与增广矩阵的秩

均为 3，于是 0A .将 A 按照第 4列展开可得

1 1 0 1
0 1 2 2 1 1

0 1 2

a a
a a

a b a
   A

1 1
1 2 8

0

a
a

a b
   ，从而

1 1
1 2 8

0

a
a

a b
 .

13.以曲线

2 2 2 1
1

x y z
x y z

   


  
为准线并平行于 x y z  的柱面方程为 .

【答案】
2 2 2 1 0x y z xy yz zx       或

2 2 2( ) ( ) ( ) 2y z z x x y      .

【解析】方法一：设 ( , , )x y z 是柱面上的任意一点, 过该点平行于 x y z  的直线与准线的

交点为  0 0 0, ,x y z ，则

2 2 2
0 0 0

0 0 0

0 0 0

1
1

x y z
x y z
x x y y z z t

   
   
      

消去 0 0 0, , ,x y z t得方程为

2 2 2 1 0x y z xy yz zx       .

方法二：直线 x y z  与平面垂直，并且过球心 (0,0,0)O ，且它与平面的交点坐标为

1 1 1, ,
3 3 3

A 
 
 

，其中取 1z  ，则点 (0,0,1)B 为曲线上的点，因此球面与平面相交的圆的半

径为
2| | .
3

r AB  所求柱面为以直线 x y z  为中心轴的圆柱面，即与中心轴距离相等

的点构成的曲面，于是由点到直线的距离公式，令 ( , , )P x y z 是柱面上的任意一点，则

| | 1 2
| | 33 1 1 1

i j k
OP sr x y z
s


  

 
 ，即 | ( , , ) | 2y z z x x y    ，两边平方，得曲面方

程为
2 2 2( ) ( ) ( ) 2y z z x x y      .

14.设  2 2( , ) 1D x y x y  ∣ 则
225 (3 4 ) d d

D
x y x y   .

【答案】
40
3

.
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【解析】方法一：令

3 4+
5 5
4 3+
5 5

u x y

v x y

 

  


，则  2
1

2( , ) 1D u v u v  ∣ ，

3 4
( , ) 5 5 1

4 3( , )
5 5

u v
x y


 




，

所以由二重积分换元法，得

225 (3 4 ) d d
D

x y x y 
1

25 1 d d
D

u u v 
2

2

1 1 2

1 1
5 d 1 d

u

u
u u v



  
  

 1 2

0

4020 1 d
3

u u   .

方法二：令
3 4
5 5

u x y  ，固定u为常数，注意到坐标原点到直线
3 4
5 5

u x y  的距离恰

好为 u ，平行于该直线划分D，则面积元素可以取为
2d d 2 1 d (| | 1)x y u u u   ，此可得

原积分
1 2 2

1
25 (5 ) 2 1 du u u


     1 2

1

4010 1 d
3

u u


   .

15.设曲面是平面 4y z  被柱面
2 2 25x y  所截得的部分，则

( )dSx y z


   .

【答案】100 2π .

【解析】的方程为 4z y  ，故dS 2d dx y ，在 xOy平面的投影
2 2: 25xyD x y  ，

故 2 ( 4)d d
xyD

I x x y  4 2 d d 100 2π
xyD
x y  .

三、解答题（每小题 10 分，共 5 小题，满分 50 分）

16.求与平面 2 3 5 0x y   及 0y z  平行，与直线 1
6:

3 2
x yL 

  1z  及

2
8 4:

3 2 2
x y zL  
 


相交的直线 L .

【解析】平面 2 3 5 0x y   及 0y z  的法向量分别 1 (2,3,0)n 


和 2 (0,1,1)n 


，因为

直线 L同时垂直于 1n


和 2n


，所以 L的方向向量 1 2 (3, 2,2)n n    
  

.现设直线 L与 1L 相

交于 ( , , )x y z ，则可写出 L的参数方程： 3 , 2 , 2x x t y y t z z t      .代入 2L 的方程消

去参数 t得 4y z  .将 , ,x y z 代入 1L 的方程得
6 1

3 2
x y z

   ，由此与 4y z  可联
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立解得 9, 2x y z   .故 L的方程为
9 2 2

3 2 2
x y z  

 


.

17.设数列 nx 定义为 1 11, sin ( 1, 2, )n nx x x n    ，求 lim nn
x


以及

2lim nn
nx


.

【解析】（1）由数学归纳法得 10 1( 1,2, )n nx x n     ，即数列单调有界，因此数列 nx

极限存在.于是令 lim nn
x A


 ，对递推数列两端取极限，得 sin .A A 由于

( ) ( sin ) 1 cos 0(0 1)f x x x x x        ，所以 sinA A 有唯一实根 0A  .

（2）由 Stolz 定理，得

2

2

lim lim 1nn n

n

nnx

x
 



2 2
1

1lim 1 1n

n n

n n

x x




 




2 2
1

2 2
1

lim n n

n
n n

x x
x x









2 2

2 2

sinlim
sin

n n

n
n n

x x
x x




   
3

lim
sin sin

n

n
n n n n

x
x x x x


 

31 lim
2 sin

n

n
n n

x
x x




3

3
1 lim 3
2

6

n

n
n

x
x

  .

18.已知函数 ( , )f x y 具有二阶连续偏导数，且满足 ( , ) 2( 1)e xxyf x y y  ，

( ,0) ( 1)exxf x x  ，
2(0, ) 2f y y y  ，求 ( , )f x y 的极值.

【解析】对 ( , ) 2( 1)e xxyf x y y  的两边关于 y积分，得
2( , ) ( 1) e ( )x

xf x y y x   ，令

0y  ，并与题设条件比较，可得 ( ) exx x  .所以
2( , ) ( 1) e ex x

xf x y y x   ，两边关于 x

积分，得
2( , ) ( 1) e ( 1)e ( )x xf x y y x y     ，再由

2(0, ) 2f y y y  得 ( ) 0y  .因此

2( , ) ( 1) e ( 1)ex xf x y y x    .进一步，由

2( , ) ( 1) e e 0,
( , ) 2( 1)e 0,

x x
x

x
y

f x y y x
f x y y

    
   

解得

0, 1x y   .因为
2( , ) ( 1) e ( 1)ex x

xxf x y y x    ， ( , ) 2e xyyf x y  ，所以在驻点 (0, 1)

处，有
2 20 1 2 2 0B AC         ，而 1 0A   .由此可知， ( , )f x y 在点 (0, 1) 处

取得极小值 (0, 1) 1f    .

19.设矩阵
3 2
8 5

A
 

    
和

4
5

B
a
b

 
  
 

相似，求满足
1P AP B  的所有的可逆矩阵 P .

【解析】因为 A,B 相似，所以 A B ， ( ) ( )tr A tr B ，可得 5, 6   a b .由 0  E A ，
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可知 A 的特征值为 1 （2重）.但是3 ( ) 3E A   r ，故 A 不能相似对角化，所以 B 也

不能.设 1 2

3 4

x x
x x

P
 

  
 

，由
1P AP B  ，得 AP PB ，即有线性方程组

1 2 3

1 2 4

1 3 4

2 3 4

5 2 0
5 9 2 0
8 9 5 0
8 5 0

x x x
x x x
x x x
x x x

  
   
   
   

，解得基础解系： 1 2( 9,5,8,0) , ( 5,1,0,8)T T     ，可得通解为：

T T T
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( 9,5,8,0) ( 5,1,0,8) ( 9 5 ,5 ,8 ,8 )k k k k k k k k k k          ，令

1 2 1 2

1 2

9 5 5
8 8
k k k k
k k

P
   

  
 

，且当 | | 0P  ，即 1 2 0k k  时， P 为所求.

20.设 ( )f x 在[0,2]上有连续的导数且 (0) 0f  .求证：

22 2 22

0 0
( )d 4 (2 ) ( ) df x x x f x x    ，并求使上式成为等式的 ( )f x .

【解析】利用分部积分法

2 2 22

0 0
( )d ( )d(2 )f x x f x x   

22
0

( 2) ( )x f x 
2

0
2 (2 ) ( ) ( )dx f x f x x  

0

2
2 (2 ) ( ) ( )dx f x f x x    .由 Cauchy-Schwartz不等式，有

0

2
2 (2 ) ( ) ( )dx f x f x x       

1 1
2 2 22 2

0 0

2 2
2 (2 ) ( ) d ( )dx f x x f x x    .于是

22 2 22

0 0
( )d 4 (2 ) ( ) df x x x f x x    .等式成立时应有常数使得 (2 ) ( ) ( )x f x f x   .

故当 (0, 2)x 时，有    1(2 ) ( ) (2 ) (2 ) ( ) ( ) 0x f x x x f x f x         .因而存在常数

c使得 ( ) (2 ) (0 2)f x c x x    .因为 ( )f x 在[0,2]上连续，当 0x 时， ( ) 0f x  ，

故 0c  .于是 0f  .所以使得题中不等式成为等式的函数是 ( ) 0f x  .
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