
2023年全国大学生奥林匹克数学竞赛（非数学类）试题及参考解答 

一、选择题（本题共 35 分，共 5 小题，每小题 7 分） 

1.极限
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，从而该题选（C）. 

2.设函数 ( )y y x= 是由方程 ln(9 9 1) ( 1) 0x y x y+ + + + = 所确定的隐函数，则 (0)y =

（    ）. 
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解：先求得该点坐标，令 0x = 得 ln(9 1) 0 0y y y+ + =  = ，两边同时对 x 求导

9 9
( 1) 0

9 9 1

y
y x y

x y

+ 
+ + +  =

+ +
，再令 0x y= = ，解方程

9 9
0 0

1

y
y
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9

10
y  = − ，从而该题选（D）. 

3.如果曲面
3

( 0)z
xy


=  与椭球

2 2
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5 2

x y
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解：设相切于点 ( )0 0 0, ,P x y z .那么有

( )

0 0 0
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于是
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，从而解得
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，代入方程
2 2

20 0
0 1

5 2

x y
z+ + = ，解得

9

2
k = ，从而计算得 0 0 0

3

1 1 15 3 1 10
3

3 3 (9 / 2) 2 2 9 3

x y z
 = =    = ，从而该题选（C）. 

4.已知曲面
2 2 2: 8( 3)x y z z + + =  方向取上侧，则曲面积分

2 22 d d d d 5 d dxy y z y z x z x y


− + = （    ）. 

（A）275    （B）
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2


−    （C）
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4


   （D）
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2


   （E）
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4
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解：对于第二类曲面积分，直接投影至 xOy 平面即可.

( )2 2 2( , , ) 8 , , (2 ,2 ,2 )yx zF x y z x y z F F F x y z= + + −  = =n
d d d d d dy z z x x y

x y z
 = = ，

从而计算所求积分：
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x y x y= − −
2 5

3

0 0

275
5 d d

2
r r

 
= =  ，从而该题选（D）. 

5.设 ( )f x 是以2 为周期的奇函数，且当0 x   时， 3( ) 2 1 2f x x x= + − ，若 ( )S x 是

( )f x 的傅里叶级数展开式的和函数，则当 ( ,2 )x   时， ( )S x =（    ）. 

（A） 32 2 4 1 4x x  − − − + +  

（B） 32 2 4 1 4x x  − − + −  

（C） 32 2 4 1 4x x  − − − + + +  

（D） 32 2 4 1 4x x  + − + −  

（E） 32 2 4 1 4x x  + − + + −  

解：当 ( ,0)x  − 时， (0, )x −  ，从而有
3( ) 2 1 2

( ) ( )

S x x x

S x S x

 − = − + +


− = −

3( ) 2 1 2 , ( ,0)S x x x x  = − +  − ，再进一步有，当 ( ,2 )x   时，
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2 ( ,0)x  −  − ，从而有 3( ) ( 2 ) 2 2 4 1 4S x S x x x  = − = − − + − ，从而该题选

（B）. 

二、解答题（本题共 65 分，共 5 小题，每小题 13 分） 

1.设 1 2 1

1

1 1
2, 2 , , 2 ,n

n

x x x
x x

+= = + = + ，求证： lim n
n

x
→

存在，并求其值. 

解：若 lim n
n

Ax
→

= （存在）.对于 1

1
2n

n

x
x

+ = + ，两边令n→，取极限

1

1
lim 2

lim
n

n
n

n

x
x

+
→

→

 = + ，即有
21

2 2 1 0A A A
A

= +  − − = ，解得 1 2A =  .因为

1

1
2 2n

n

x
x

+ = +  ，所以取 1 2A = + . 

下证 lim n
n

x
→

存在.对任意 0  ，
1 1

1 1 1 1
2 2n

n n

x A
x A x A− −

   
− = + − + = −   

  

1 1 1

1 1 4

n n n

n n

A x x A x A

x A x A

− − −

− −

− − −
= =  ，（因为 1

2

1
2 2n

n

x
x

−

−

= +  ，所以
1

2 2A
A

= +  ）

2 3

2

2 2

4 4

4 4 4

n n

n

x A x A
x A

− −

−

− −
−

 =  3 1

3 1 1

| 2 (1 2) |

4 4 4

n

n n

x A x A−

− −

− − − +
=   =

1 1

|1 2 | 2 1

4 4n n


− −

− −
= =  （当n足够大时）. 

2.设 f 二次可微，证明： ( , )a b  使
3( )

( )d ( ) ( )
2 24

b

a

a b f
f x x f b a b a

+ 
= − + − 

 
 成

立. 

证法一：（原函数用泰勒公式）记 ( ) ( )d
x

a
F x f t t=  ，

2

a b
c

+
= ，则 ( ) ( )F c f c = ，

( ) ( )F c f c =  ，由泰勒公式

( )2 3

1 1

1 1
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) , ( , )

2 6
F a F c f c a c f c a c f a c a c = + − +  − + −  ，

( )2 3

2 2

1 1
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) , ( , )

2 6
F b F c f c b c f c b c f b c c b = + − +  − + −  ，二式相减得

( ) ( )( ) 3

1 2

1
( ) ( ) ( )( ) ( )

48
F b F a f c b a f f b a  − = − + + − ，由达布定理知 ( )1 2,   
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使 ( ) ( )( )1 2

1
( )

2
f f f    + = ，故有

3( )
( )d ( ) ( )

2 24

b

a

a b f
f x x f b a b a

+ 
= − + − 

 
 . 

证法二：（常数K 值法）所证结论为 f 在 ( , )a b 内中值点 取到常数

3( )
( )d ( ) /

2 24

b

a

b a b a
K f x x f b a

 + − 
= − −  

  
 ，结论写作

3( )d ( ) ( ) 0
2 24

b

a

a b K
f x x f b a b a

+ 
− − − − = 

 
 .作辅助函数

3( ) ( )d ( ) ( )
2 24

t

a

a t K
F t f x x f t a t a

+ 
= − − − − 

 
 ，则 ( ) ( ) 0F a F b= = ，由罗尔定理知存

在 ( , )a b ， ( ) 0F  = .注意
2( ) ( ) ( )

2 2 2 8

a t a t t a K
F t f t f f t a

+ + −   
 = − −  − −   

   
，

故
2( ) ( )

2 2 2 8

a a a K
f f f a

  
 

+ + −   
− −  = −   

   
，又由泰勒公式知存在

, ( , )
2

a
a b


 

+ 
  
 

，使

2
( )

( )
2 2 2 2 2

a a a f a
f f f

    


+ + − −     
− − =     

     
，故

( )f K = . 

3.给定点 (1,0,0)A ， (1,1,1)B ，线段 AB 绕 z 轴旋转一周所成曲面为 S ，由 S 与两平面

0, 1z z= = 所围立体为，求三重积分 ( )2 2 2 dI ax by cz V


= + + . 

解：直线 AB 的方程为 1, ,x y t z t= = = ，从而旋转曲面 S 的方程的参数方程为

2 21 cos , 1 sin ,x t y t z t = + = + = ，消去参数得旋转曲面的一般式方程

2 2 21x y z+ = + ，于是由三重积分的截面法，得

( )2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 2

1 2
0 1 0 1
d d d d d d

x y z x y z
I z ax by x y c z z x y I I

+  + +  +
= + + = +    ，由于

2 2 21x y z+  + 关于 ,x y变量具有轮换对称，故 ( )2 2 2

1
2 2

1
0 1
d d d

2 x y z

a b
I z x y x y

+  +

+
= + 

21 2 1
3

0 0 0

7
d d d ( )

2 15

za b
z r r a b



 
++

= = +   ， ( )
1

2 2

2
0

8
1 d

15

c
I c z z z


= + = ，故得

[7( ) 8 ]
15

I a b c


= + + . 
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4.讨论 p 取何值时，广义积分
2 20

ln
d

(1 )

px x
x

x

+

+ 收敛. 

解：记
2 20

ln
d

(1 )

px x
J x

x

+

=
+ ，

1

1 2 20

ln
d

(1 )

px x
J x

x
=

+ ，
2 2 21

ln
d

(1 )

px x
J x

x

+

=
+ ，则广义积分 J

收敛当且仅当 1 2,J J 都收敛.当 0x +→ 时，
2 2

ln
~ ln

(1 )

p
px x

x x
x+

，所以 1J 收敛当且仅当

1p  − .当 x →+时，
2 2 4

ln ln
~

(1 )

p

p

x x x

x x −+
，所以 2J 收敛当且仅当 3p  . 

综上可知， J 收敛当且仅当 1 3p−   . 

5.求
1

1

1 1 ( 1)
1 ln 2

2 3

n

n

S
n

−

=

 −
= − + − + − 

 
 . 

解：
1

1 1

0
1 1

( 1) d ln 2
n

k k

n k

S x x


− −

= =

 
= − − 

 
  

1
1 1

0
1 1

( 1) d ln 2
n

k k

n k

x x


− −

= =

 
= − − 

 
 

1
1

0
1

( 1) d
1

n
n

n

x
x

x


−

=

= −
+

 

1

1 1
1

20 0

( 1)
1

d d ln 2
1 (1 ) 2

n n

n

x
x

x x
x x


−

=

−

= = = −
+ +


  . 
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