
2022-2023年度第二届全国大学生奥林匹克数学竞赛

（非数学类, 2022年12月）

一、选择题(本题 35 分, 共 5 小题, 每小题 7 分)

1. 设 � � 为可导函数, 且满足 lim
�→0

� 2022 −� 2022−�
2022�

=− �, 则曲线 � = � � 在

点 2022, � 2022 处的切线斜率为( )

A. −1011� B. −2022� C.
1

2022�
D. 1011� E. 以上皆否

解: 注意到极限运算

−� = lim
�→0

� 2022 −� 2022−�
2022�

= 1
2022

lim
�→0

� 2022−� −� 2022
−�

= 1
2022

�' 2022 ,

解得 �' 2022 =− 2022�.
故选 B.

2. 极限 lim
�→�

4

tan � 2 tan 2 �=( )

A. � B. �−1 C. �−2 D. �−4 E. 以上皆否

解: lim
�→π

4

tan � 2 tan 2 � = lim
�→π

4

tan � 2⋅ 2 tan �
1−tan2 �

= lim
�→π

4
1 + tan � − 1

1
tan �−1⋅−4 tan �

tan �+1 = �−2.

故选 C.

3. 积分 �� min {� �, �} �− �2+�2 �� =( )

A. − �
2

B.
�
2

C. − �
2

D.
�
2

E. 以上皆否

解: �� min {� �, �} �− �2+�2 �� = {�≤�} ��− �2+�2� �σ + {�≥�} ��− �2+�2� �σ

= 2
−∞

∞

−∞

�
��−�2�� �−�2���� =−

−∞

∞

�−2�2� �� =−
1
2 −∞

∞

�−�2� ��

=−
1
2

π =−
π
2

.

故选 A.
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4. 极限 lim
�→∞

0
1 ��

1+�� ��� 的值为( )

A. 0 B.
1
2

C.
2

2
D. 1 E. 以上皆否

解: 由 0 ≤ ��

1+�� ≤ ��, 0 ≤ � ≤ 1, 得

0 ≤ 0
1 ��

1+��� ≤ 0
1 ��� �� = 1

�+1
→ 0  � → ∞ .

故 lim
�→∞

0
1 ��

1+�� ��� = 0.

故选 A.

5. 设 � 为正整数, 则函数 � � = 1 + � + �2

2!
+ ⋯ + ��

�!
�−� 的极值为( )

A. 0 B. 1 C. −1 D. � E. 以上皆否

解: 令 �' � = 1 + � + �2

2!
+ ⋯ + ��−1

�−1 !
�−� − 1 + � + �2

2!
+ ⋯ + ��

�!
�−�

=− ��

�!
�−� = 0, 得驻点为 � = 0.

当 � 为偶数时, 在 −∞, 0 及 0, + ∞ 内, �' � < 0, 即函数单调减小,

故无极值.

当 � 为奇数时, � < 0 时, �' � > 0; � > 0 时, �' � < 0, 即 � = 0 为函
数的极大值点, 故极大值为 � 0 = 1.

故选 B.

二、解答题(本题 65 分, 共 5 小题, 每小题 13 分)

6. 证明: �=1
∞ 1

�+1 �
� < 2.

证: 设 �� = 1
�+1 �

= �
� �+1

= � 1
�

− 1
�+1

= � 1
�

2
− 1

�+1

2
.

由拉格朗日中值公式得

1
�

2

−
1

� + 1

2

= 2�
1
�

−
1

� + 1
,

其中 � ∈ 1
�+1

, 1
�

,

所以 �� = 2 �� 1
�

− 1
�+1
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= 2 �
1

� + �
1
�

−
1

� + 1
  0 < � < 1

= 2
�

� + �
1
�

−
1

� + 1

< 2
1
�

−
1

� + 1
.

故 �=1
∞ 1

�+1 �
� < 2 �=1

∞ 1
�

− 1
�+1

�

= 2 lim
�→∞

1 −
1

� + 1
= 2.

7. 设 � � 为在 0,2022 上的实值连续函数, 且 � 0 = � 2022 .

证明：对任意正整数 �, 存在 �� ∈ 0,2022 使得 � �� = � �� + 1
�

.

证: 假设对任意 � ∈ 0,2022 , 都有 � � < � � + 1
�

. 特别地, 取 �� = �
�
,

其中 � = 0,1, ⋯, 2022� − 1, 则 � 0 < � 1
�

< ⋯ < � 2022�−1
�

+ 1
�

= � 2022 , 即 � 0 < � 2022 这与已知条件矛盾.

同理, 假设对意 � ∈ 0,2022 , 都有 � � > � � + 1
�

. 特别地, 取

�� = �
�
,

其中 � = 0,1, ⋯, 2022� − 1, 则 � 0 > � 1
�

> ⋯ > � 2022�−1
�

+ 1
�

=

� 2022 , 即 � 0 > � 2022 这与已知条件矛盾.

故存在 �� ∈ 0,2022 使得 � �� = � �� + 1
�
.

8. 设 �1 = 1, �2 = 1
3

, ��+2 = ��+1+2��
3

� = 1,2, … , 求 lim
�→∞

�� 的值.

解: 由 ��+2 = ��+1+2��
3

得 ��+2 − ��+1 =− 2
3

��+1 − ��    � = 1,2, … .

当 � ≥ 3 时, �� − ��−1 =− 2
3

��−1 − ��−2 = − 2
3

2
��−2 − ��−3

= ⋯ = −
2
3

�−2

�2 − �1 = −
2
3

�−1

.
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故 �� = �1 + �2 − �1 + �3 − �2 + ⋯ + �� − ��−1

= 1 + �=1
�−1 − 2

3

�
� = 1 − 2

5
1 − − 2

3

�−1
,

所以 lim
�→∞

�� = 3
5

.

9. 设 �: −�, � → �, (� > 1) 为连续函数, � 在点 � = 0 的某个邻域内具有二

阶连续导数, 且 lim
�→0

� �
�

= 0. 证明: 级数 �=1
∞ � 1

�
� 绝对收敛.

证: 因为 lim
�→0

� �
�

= 0, 所以 � 0 = lim
�→0

� � = lim
�→0

� �
�

⋅ � = 0,

从而有 �' 0 = lim
�→0

� � −� 0
�−0

= 0. 所以

� � = � 0 + �' 0 � +
�'' ��

2!
�2 =

1
2

�'' �� �2   0 < � < 1 .

又由题设知, �'' � 在包含原点的一个小闭区间上连续, 故必存在 � > 0 使

得 �'' � ≤ �. 所以 � � ≤ �
2

�2.

令 � = 1
�

, 则当 � 充份大时, 有 � 1
�

≤ �
2

⋅ 1
�2 .

取 �' 足够大, 故有 �=1
∞ |� 1

�
� | < �' �=1

∞ 1
�2� < ∞.

10. 设 0 < � = 20222 + 20232 < � < �, � = {(�, �) | �2 ≤ �2 + �2 ≤ �2}.

证明:
� �2−�2

�+�
≤ �

��
�−2022 2+ �−2023 2� ≤ � �2−�2

�−�
.

证: 因为 � − 2022 2 + � − 2023 2 为原点到点 2022,2023 的距离,

且

环形区域 � 中的点到点 2022,2023 的最小距离为 � − �, 最大距离为
� + �, 所以对任意的 �, � ∈ �, 有

1
�+�

≤ 1
�−2022 2+ �−2023 2 ≤ 1

�−�
.

故 1
�+� � ��� ≤ �

��
�−2022 2+ �−2023 2� ≤ 1

�−� � ��� .

因为 � ��� = � �2 − �2 , 故原不等式成立.
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