
2019 年 (第十一届) 全国大学生数学竞赛
(数学类)

预赛模拟试题

一 、(15 分) 设点 P,Q,R 分别分三角形的边 AB,BC,CA 成定比 l,m, n，

证明: 三点 P,Q,R 共线的充要条件为 lmn = −1.

证明: 建立平面仿射坐标标架 {A,AB,AC}，使得点 A,B,C 的坐标分

别为 (0, 0), (1, 0), (0, 1).
由定比分点公式知，点 P,Q,R的坐标分别是 (

λ

1 + λ
, 0), (

1

1 + µ
,

µ

1 + µ
), (0,

1

1 + ν
).

——————(5 分)
于是，

−−→
PQ = { 1

1 + ν
− λ

1 + λ
,

ν

1 + ν
}，

−→
PR = {− λ

1 + λ
,

1

1 + ν
}. 三

点 P,Q,R 共线 ⇐⇒

1

1 + ν
− λ

1 + λ

− λ

1 + λ

=

ν

1 + ν
1

1 + ν

⇐⇒ λµν = −1.

——————(15 分)

二 、(12 分) 已知方程 1

ln(1 + x)
− 1

x
= 2k 在区间 (0, 1) 内有实根，求常

数 k 的取值范围.

解: 令 f(x) =
1

ln(1 + x)
− 1

x
− 2k, x ∈ (0, 1].

则 f ′(x) =
(1 + x) ln2(1 + x)− x2

x2(1 + x) ln2(1 + x)
. ——————(2 分)

记 g(x) = (1+x) ln2(1+x)−x2，则 g′(x) = ln2(1+x)+2 ln(1+x)−2x，

g”(x) = 2[ln(1 + x)− x]

1 + x
，当 x ∈ (0, 1] 时，g”(x) < 0，所以，g′(x) <

1



2

g′(0).
又 g′(0) = 0，所以，当 x ∈ (0, 1]时，g′(x) < 0.从而，g(x) < g(0) = 0.
综上，f ′(x) < 0，即 f(x) 单调递减. ——————(6 分)
由于 lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−
(

1

ln(1 + x)
− 1

x
− 2k) =

1

2
− 2k,

f(1) =
1

ln 2
− 1− 2k，——————(10 分)

所以，方程 f(x) = 0在区间 (0, 1)内有实根当且仅当


1

2
− 2k,

1

ln 2
− 1− 2k.

所以，常数 k 的取值范围为 (
1

2 ln 2
− 1

2
,
1

4
). ——————(12 分)

三 、(13 分) 设 f 是一连续函数

(a) 令 g(t1, t2) = f(t1)·f(t2)，证明
∫ t

0
dt1
∫ t1

0
g(t1, t2)dt2 =

1

2
(
∫ t

0
f(x)dx)2.

(b) 请把上述结果推广到 g 为 3 元函数的情形，并证明之.

证明:

(a) 左边 =
∫ t

0
dt1
∫ t1

0
f(t1) · f(t2)dt2 =

∫ t

0
f(t1)dt1 ·

∫ t1

0
f(t2)dt2

令 h(x) =
∫ x

0
f(t)dt，则 h′(x) = f(x), h(0) = 0,

∫ t1

0
f(t2)dt2 =

h(t1)，

于是上式 =
∫ t

0
f(t1)h(t1)dt1 =

∫ t

0
h(t1)dh(t1) =

1

2
[h(t1)]

2|t0 =

1

2
[h(t)]2 =

1

2
(
∫ t

0
f(x)dx)2. ——————(8 分)

(b) 设 f 是一连续函数，g(t1, t2, t3) = f(t1) · f(t2) · f(t3)，则∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫ t2

0

g(t1, t2, t3)dt3 =
1

3!
(

∫ t

0

f(x)dx)3.

证明: 左边

=

∫ t

0

f(t1) · (
∫ t1

0

dt2

∫ t2

0

f(t2) · f(t3)dt3)dt1

=

∫ t

0

f(t1) ·
1

2
(

∫ t1

0

f(x)dx)2dt1 =
1

2

∫ t

0

f(t1) · [h(t1)]2dt1

=
1

2

∫ t

0

[h(t1)]
2dh(t1) =

1

2
· 1
3
· [h(t1)]3|t0

=
1

3!
[h(t1)]

3 =
1

3!
(

∫ t

0

f(x)dx)3
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——————(13 分)

四 、(13 分) 设 f(x) 是 [0,+∞) 上的单调递减函数，且
∫∞
0

f(x)dx 收敛，

试证 lim
x→∞

xf(x) = 0.

证明: 首先我们有 f(x) ≥ 0，因为若存在 x1 ≥ 0 使得 f(x1) < 0，则当

x > x1 时有

f(x) < f(x1) < 0，从而
∫∞
0

f(x)dx 发散，与已知矛盾. ——————
(4 分)
由
∫∞
0

f(x)dx 收敛，知对 ∀ϵ > 0,∃A ≥ 0, 当 A” > A′ > A 有，∫ A”
A′ f(x)dx <

ϵ

2
. ——————(8 分)

故对 ∀x > 2A 有

0 ≤ xf(x) ≤ 2
∫ x

x/2
f(t)dt < ϵ, 即 lim

x→∞
xf(x) = 0. ——————(13 分)

五 、(12 分) 设 a2 = a1 = a > 0, an+1 = an + 2an−1, n = 2, 3, · · ·，证明:
对于 |x| < 1

3
，幂级数

∑∞
n=1 anx

n−1 收敛，并求其和函数.

证明: 由 a2 = a1 = a > 0, an+1 = an + 2an−1，可得当 n > 2 时有

an > an−1, an+1 < 3an，

故对 |x| < 1

3
,
|an+1x

n|
|anxn−1| =

an+1

an
|x| < 3|x| < 1，

于是对 |x| < 1

3
，幂级数

∑∞
n=1 anx

n−1 收敛. ——————(6 分)
设其和函数为 S(x)，则

S(x) =
∑∞

n=1 anx
n−1 = a1 + a2x+

∑∞
n=2 an+1x

n

= a+ xS(x) + x2S(x)

解得 S(x) =
a

1− x− x2
. ——————(12 分)

六 、(15 分) 设 A 是复数域上的一个 n 阶方阵，f(x) = |xE − A| 是 A

的特征多项式，g(x) 是一个复系数多项式. 证明:g(A) 是可逆的充分必
要条件为 g(x) 与 f(x) 互素.

证明: 若 g(x) 与 f(x) 互素，则存在多项式 u(x), v(x)，使得

u(x)g(x) + v(x)f(x) = 1.
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结合哈密尔顿-凯莱定理可得 u(A)g(A) = E，即 g(A)可逆. ——————
(9 分)
设 g(x) = (x− a1) · · · (x− an), 则 g(A) = (A− a1E) · · · (A− anE).

由 g(A) 可逆得 A − aiE 可逆，因此 ai 均不是 A 的特征值，从而

g(x), f(x) 没有公共根，于是 g(x) 与 f(x) 互素。——————(15 分)

七 、(20 分) 将 m 阶单位矩阵的第一行移到最后一行所得矩阵具有如下

形式: 
0 1

0
. . .
. . . 1

1 0

 (1)

特别地，m = 1 时，上式为 1 阶矩阵 (1). 设 n 阶矩阵 A 的每一行每

一列元素均为一个 1，其余元素均为 0，证明:A 与如下形式准对角矩
阵 J 相似，其中 

J1

. . .
Js

 (2)

其中 (2) 式中的 Ji(i = 1, 2, · · · , s) 均为形如 (1) 式的矩阵.

证明: 对 n 做数学归纳法，若矩阵 A 的对角线上含有 1，不妨设 1 所
在的位置为 A 的第 j 行第 j 列，则交换 A 的 1，j 两列可得 A 与(
1

A1

)
相似，其中 A1 的每一行每一列元素也均为一个 1，其余元

素均为 0，对 A1 应用归纳假设可得结论; ——————(10 分)
若 A 的对角线元素均为 0，不妨设第一行 1 的位置在第 j 列，则交换

A 的 2，j 两行，2，j 两列，此时所得矩阵第二行 1 的位置若为第一
列，则 A 与矩阵 0 1

1 0

A2


相似，同理对 A2 应用归纳假设可得结论; 若此时所得矩阵第二行 1 的
位置不在第一列，不妨设在第 k 列，则交换此矩阵 3，k 两行，3，k 两
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列，……，这样可得 A 与矩阵

0 1

0
. . .
. . . 1

1 0

A3


同理对 A3 应用归纳假设可得结论. ——————(20 分)


